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In this paper, I propose parameter and algorithm required for the simulation to the optimal design 
used when the product is designed. By using this simulation tool, a designer with little technological 
knowledge can also invent the idea of the optimal shape based on theory. In this study, HPM is used as a 
simulation method. And the strain energy and equivalent stress are used as an evaluation index of 
constraint condition. Furthermore, the filtering algorithm to the checkerboard in the process of 
optimization is developed, and the usefulness of the proposed method is confirmed. 
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１． はじめに 
近 年 の も の づ く り で は ， CAE (Computer Aided 
Engineering) [1]による製品設計や製造などへの支援が一
般的になっている．CAE を活用することで，設計した構
造物が要求性能を満たすかどうか，実際に製品を作る前
にコンピュータ上でシミュレーションを行うことで，試
作品による性能試験を減らすことができ，コストや開発
期間を大きく削減することも可能となった．また，もの
づくりにあたって課された様々な条件の中から目的を満
足する製品を，コンピュータを利用して設計する最適設
計と呼ばれる方法が広く利用されている．このメリット
は，コンピュータを用いた解析によって，短時間かつ合
理的にユーザーが目的とする性能を有する製品形状を把
握できる点である．現在，様々なアプリケーションソフ
トウェアが開発されており，ものづくりの現場で利用さ
れている． 
しかし，最適設計ツールを用いて設定した目的を達成
するためには，複数の制約条件が必要となり，得られた
最適解を評価し望ましくない場合，問題となる制約条件
等のパラメータを変更し最適化を繰り返すことにより最
適形状を導く．そのため，最適設計を含む CAE 技術を用
いるためには構造力学，材料力学等に関する工学的な専
門知識を持ち合わせていなければならない．このような
理由から最適設計を含む CAE 技術を用いて，ものづくり
の事前検証を行うのは設計・製造を担当するエンジニア
が一般的であり，デザインの段階においてこれらの技術
が活用されることは少ない． 
そこで本研究では，ものづくりのデザイン段階におい
て使用することが可能な最適設計シミュレーション手法
の開発を目的に，最適設計において有効に利用可能なパ
ラメータの検討に取り組む．これにより意匠的視点のみ
ではなく，構造的・力学的視点をもったデザインを行う
ことができ，強度等の性能不足による製品不具合などを
早期に予防し，開発期間のさらなる短縮化やコストの削
減が可能となると考えられる． 
 
２． 最適化問題について 
 最適化という言葉は，最終的な目標に対して最も合理
的かつ適切な方法・計画を用いて設計するという意味を
もつ．これは工学一般における基本的課題となるもので
あり，自然科学以外にも経済学や社会学等の分野におい
て，有用性のある手法として広く利用されている．本研
究で着手している構造をもつ製品の設計においては，そ
の構造を与えられた期間内，安全に保持されるための設
計，すなわち構造の強度設計が最も重要な要素となる． 
 現在の構造設計における最適化問題では，有限要素法
などの解析手法によって数理モデルを離散化したのち，
コンピュータを用いて，高速に近似解を得る．これによ
り，複雑なモデルにおいての解析や最適化を短時間で，
なおかつ効率的に実現できるようになった．人工物の構
造最適設計における主な手法としては，寸法最適化問題，
形状最適化問題，位相最適化問題が挙げられる[2]． 
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（１）寸法最適化問題 
 基本形状が決まっている構造に対して，位相幾何学的
構造を保ちつつ，全体寸法・部品寸法・断面積などを最
適化するような最適化問題を呼ぶ． 
 
 
図１ 寸法最適化例[2] 
 
（２）形状最適化問題 
 基本構造の位相幾何学的構造は保持したまま，構造の
表面節点を指定した条件に従って移動させることにより
形状を最適化するものを呼ぶ．すなわち，構造・部品の
境界形状や空間配置の変更，接続箇所の移動などを施し
て制約条件を満足した上で目的関数を最適化する問題の
ことである． 
 
 
図２ 形状最適化例[2] 
 
（３）位相最適化問題 
 制約条件を満足するように部品の設計領域において，
目的とする性能を考慮した上で，構造の位相幾何学的構
造を変化させて最適化する問題のことを呼ぶ． 
 
 
図３ 位相最適化例[3] 
 
 位相最適化問題は 3 つの最適化問題の中で最も自由度
の高い手法であり，全く新しい部品形状を得る可能性が
ある．この手法を利用することにより，意匠デザイン段
階における形状検討作業において，ユーザーの経験値に
依存せず最適構造に対するアイデアを得ることができ，
従来とは異なる効率的で新しい部品形状デザインを行う
ことが可能になると考えられる． 
 
３． ハイブリッド型ペナルティ法の定式化 
 本研究では最適形状を求めるための解析手段として，
ハイブリッド型ペナルティ法(HPM：Hybrid-type Penalty 
Method) を用いる[4]．また，安定的に高精度の解を得
られるという理由から２次変位場を採用し[5]，メッシュ
生成の容易さ，要素処理が効率的に行えるという理由か
ら四角形要素を採用している． 
 
（１）基礎方程式とハイブリッド型仮想仕事式 
弾性問題の基礎方程式を以下に示す． 
 
(釣り合い方程式)                       (1) 
(応力‐ひずみ関係)               (2) 
(変位‐ひずみ関係)                (3) 
 
ここで，       はそれぞれ変位，ひずみ，応力であり， 
は構成行列， は物体力を表している．また， は微分
作用素， は境界で囲まれた領域を表している． 
いま，隣接する２つの要素境界辺の数を とすると，ハ
イブリッド型仮想仕事式は次のように表すことができる． 
 
 
                 (4) 
 
（２）２次の変位場 
 領域内   における２次の変位場     は次のように
表される． 
 
 (5) 
 
ここで，  は剛体変位， は要素内でのひずみである．
HPM では，各領域内の任意点におけるパラメータを用い
て変位場を表しており，FEM のように要素の頂点で変位
を共有しない． 
（３）Lagrange の未定乗数とペナルティ関数 
 Lagrange の未定乗数 が表面力に対応するという物理
的意味を考慮して，部分領域     と    における境界     
上の表面力を次のように表す． 
 
                                               (6) 
 
ここで ，     は部分領域間の相対変位で，  はペナ
ルティ関数である．HPM では部分境界辺上に極めて硬い
ばねを設けて近似的に変位の連続性を導入している． 
（４）離散化方程式 
 式(4)に式(5)と式(6)の関係を代入するとHPMの離散 
化方程式が次のように求められる． 
 
 (7) 
                                            
,             
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HPM の離散化方程式の係数行列は，部分領域毎の剛性 
 と，部分領域境界辺の付帯条件     の和として表さ
れる． 
 
４． 最適設計のためのパラメータとアルゴリズム 
 最適形状を導く際に行う要素処理に必要となる，評価
指標のためのパラメータについて述べる．パラメータは
ひずみエネルギーと相当応力の 2 種類を利用する．また，
評価指標パラメータを利用しての要素処理の過程を示す．
最適形状へのアルゴリズムとして，要素削除と要素追加
による２パターンのアルゴリズム提案を行う．同時にバ
ランスのとれた形状決定を実現するためのフィルタリン
グ手法についても合わせて示す． 
（１）評価指標パラメータ 
① ひずみエネルギー 
 変形性能に関するパラメータとしてひずみエネルギー
を利用する．すなわち，ひずみエネルギーの値を判別す
ることによって処理される要素が確定する．例えば，全
要素のうち, ひずみエネルギーが最も小さい要素から順
に削除，またはひずみエネルギーが最も大きい要素から
順に追加していくことによって, ユーザーによって設定
された領域を順に最適形状に近づけていく手法を用いる．
このひずみエネルギーを評価指標のためのパラータとし
て使用することで，剛性を制約条件とする最適設計シミ
ュレーションを行えるのではないかと考えられる． 
② 相当応力 
 応力性能に関するパラメータとして相当応力を利用す
る．すなわち，相当応力の値を判別することによって処
理される要素が確定する．例えば，全要素中, 相当応力
が最も小さい要素から順に削除，または相当応力が最も
大きい要素から順に追加していくことによって, ユーザ
ーによって設定された領域を順に最適形状に近づけてい
く手法を用いる．この相当応力を評価指標のためのパラ
メータとして用いることで，強度を制約条件とする最適
化を図ることができるのではないかと考えられる． 
（２）最適形状へのアルゴリズムとフィルタリング手法 
① 要素削除による最適形状 
 要素削除アルゴリズムでは，ユーザーによって与えら
れた設定領域に対してメッシュ分割を行い，すべての要
素におけるひずみエネルギーまたは相当応力を計算，そ
の後に全要素中最小の値を有する要素を削除する． 
 しかし，要素を削除する過程において要素が独立して
しまい，浮いたような状態になる場合がある．このよう
な状態は，残された要素部分と削除された要素部分がチ
ェッカーフラッグのように交互に並ぶことから，チェッ
カーボードと呼ばれている[6]．このチェッカーボードは，
解析モデルによっては広範囲に現れ，構造の形を不明確
にしてしまう可能性がある．この問題を対策せずに放置
しておくと，解析過程でモデルの剛性を実際よりも高く
評価してしまうことや結果形状を認識しづらく，これを
利用しての設計まで困難になってしまうことが予想され
る．そこで，要素削除アルゴリズムにおける最適形状を
求めるプロセス内で，結果形状をフィルタリングする手
法を取り入れる．フィルタリング手法は独立した要素を
削除するアルゴリズムを適用させることにより，問題を
解決するものである．このフィルタリングの判別パター
ンとして図４に示す６パターンを用意し最適設計シミュ
レーションのフロー(図５)に導入する． 
 
 
図４ 要素削除アルゴリズムのためのチェッカーボード
フィルタリングパターン 
 
 
図５ 最適削除による最適設計フローチャート 
 
② 要素追加による最適形状 
 要素追加による最適形状アルゴリズムでは, ユーザー
によって与えられた設定領域に対してメッシュ分割を行
い, すべての要素におけるひずみエネルギーまたは相当
応力を計算, その後に全要素中最大の値を有する要素を
追加していくことで最適形状を導く． 
しかし要素削除アルゴリズムと同様に，形状を導く過
程にいてチェッカーボードが出現してしまう．要素追加
アルゴリズムでは，設定領域内を薄板と仮定し，その領
域内に要素を追加し形状を造り上げている．つまり，形
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状が存在していない空間を仮定し，そこへ徐々に形状を
導くため，初期段階から結果出力に至るまで非常に多く
のチェッカーボードが出現してしまう傾向にある． 
 そこで，要素削除で使用していたチェッカーボードの
フィルタリングパターンとは異なるフィルタリング手法
を用いる必要がある．要素追加アルゴリズムのためのフ
ィルタリングパターンとして図６と図７を示す．また，
最適設計シミュレーションのフローにフィルタリングを
導入した際のフローチャートを図８に示す． 
 
 
図６ 基準要素に隣接する４個が対象となる 
フィルタリング 
 
 
図７ 基準要素が対象となるフィルタリング 
 
    
図８ 最適追加による最適設計フローチャート 
５． 提案アルゴリズムによる最適形状の検証 
２つの評価指標パラメータと２つの最適形状を導くア
ルゴリズムを組み合わせた４つの手法について実際に解
析を行い比較・検証を行う．また，各手法においてフィ
ルタリング無の場合と有の場合の解析を行いフィルタリ
ング手法の有用性を検証する．解析モデルは図９に示す
片持ちばりを使用する． 
 
 
図９ 片持ちばりモデル 
 
 以下に体積率 70%まで 10%刻みの結果形状を示す．フィ
ルタリング無の場合４つの手法による結果形状はチェッ
カーボードを算出しているのに対し，フィルタリング有
の場合はこれが抑制されている．これにより提案した各
アルゴリズムのためのフィルタリング手法の有用性を示
すことができた．また，評価指標パラメータが結果形状
に影響を与えることが分かる． 
 
 
図１０ ひずみエネルギーを評価指標とした要素削除 
による最適形状（フィルタリング無の場合） 
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図１１ ひずみエネルギーを評価指標とした要素削除 
による最適形状（フィルタリング有の場合） 
 
 
図１２ 相当応力を評価指標とした要素削除による 
最適形状（フィルタリング無の場合） 
 
 
 
図１３ 相当応力を評価指標とした要素削除による 
最適形状（フィルタリング有の場合） 
 
 
図１４ ひずみエネルギーを評価指標とした要素追加 
による最適形状（フィルタリング無の場合） 
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図１５ ひずみエネルギーを評価指標とした要素追加 
による最適形状（フィルタリング有の場合） 
 
 
図１６ 相当応力を評価指標とした要素追加による 
最適形状（フィルタリング無の場合） 
 
 
 
図１７ 相当応力を評価指標とした要素追加による 
最適形状（フィルタリング有の場合） 
 
 つづいて，図１８に示す体積率 50%時の VonMises 応力
分布に注目すると，拘束されている２要素において最大
応力が生じていることが分かる．さらに，クロス構造の
中心部分においても高い応力が算出されている．これに
より各アルゴリズムにおいて結果形状の応力を正確に算
出されていると考えられる． 
 
 
 
 
 
(a)ひずみエネルギー削除    (b)相当応力削除 
 
 
 
 
 (c)ひずみエネルギー追加   (d)相当応力追加 
図１８ 体積率 50%時の VonMises 応力分布 
 
また，図１９，図２０は体積率に応じて最大応力をプ
ロットし図である．この際の最大応力値ははりの曲げ理
論により得られた値で除算し無次元化している．最大応
力値の推移を見ると，値の優劣が反転している箇所があ
るが，各アルゴリズム共にほぼ同等の値を算出している
ことが分かる．   
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また，図２１，図２２は体積率に応じて最大変位をプ
ロットした図である．この際の最大変位は梁の曲げ理論
におけるたわみの値で除算し無次元化したものである．
最大変位の推移を見ると，それぞれ応力値の変化に対応
していることがうかがえる． 
このように，要素削除と要素追加のアルゴリズムの相
違からは結果形状，参照値(最大応力値と最大変位)共に
違いが出てくる．しかし，ひずみエネルギーと相当応力
の評価指標のためのパラメータの相違からは形状結果に
違いはでたものの参照値は一定の値に近づいていく傾向
にある．これにより，形状は異なるものの一定の傾向を
もって最適化されており本研究のために用いる手法とし
ての有用性を示すことができた． 
 
図１９ 要素削除における最大応力値 
 
 
図２０ 要素追加における最大応力値 
 
６．結言 
本研究では，ものづくりのデザイン段階で使用される
ことを想定とした最適設計シミュレーションに必要とな
るパラメータとアルゴリズムについて検討した． 
実際に片持ちばりの解析モデルを用いて得られた形状
を比較することにより，評価指標パラメータと最適形状
を導くアルゴリズムが形状結果に影響を与えることを確
認した．また，形状結果における最大応力値と最大変位
を比較することで，異なる形状結果でありながらも一定
の傾向を示す値を算出していることを示した． 
以上より本研究で提案したパラメータとアルゴリズム
が最適設計シミュレーションに使用であることを示した． 
 
    
図２１ 要素削除における最大変位 
 
 
図２２ 要素追加における最大変位 
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